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A PROPOS DE L’EXISTENCE DE FIBRE´S STABLES SUR LES SURFACES
par Andre´ HIRSCHOWITZ * et Yves LASZLO **.
RE´SUME´ : On prouve ici qu’il existe (en caracte´ristique nulle) sur toute surface polarise´e (lisse,
projective et connexe) des fibre´s stables de rang r ≥ 2 , de premie`re classe de Chern arbitraire
et de c2 assez grand.
ABSTRACT : We prove the existence (in characteristic 0) on every polarized (smooth, projective
and connected) surface of stable bundles of rank r ≥ 2 , arbitrary first Chern class and large
enough c2 .
I. Introduction. — Ce travail est la suite logique de l’e´tude des faisceaux prioritaires sur P2
mene´e dans [H&L]. On s’inte´resse maintenant a` des faisceaux sur une surface quelconque. Le
but de cette note est de donner une preuve tre`s simple (et alge´brique) de l’existence de fibre´s
stables de rang et premie`re classe de Chern quelconques et de seconde classe de Chern assez
grande sur toute surface lisse (connexe et projective). En rang 2, on a ([Gi& Li ]) des re´sultats
bien plus pre´cis, a` savoir que les espaces de modules correspondants sont irre´ductibles (pour c2
assez grand). Maruyama a quant a` lui prouve´ l’existence de fibre´s stables de c2 arbitrairement
grand en rang quelconques et premie`re classe de Chern [M].
L’existence de fibre´s stables de premie`re classe de Chern nulle, de rang quelconque et de c2
assez grand a e´te´ obtenue par divers auteurs ([A], [Gi], [T], [F]...). Par ailleurs, tout re´cemment
Gieseker et Li ont annonce´ des re´sultats tre`s pre´cis en rang et premie`re classe de Chern
quelconques et seconde classe de Chern assez grande, a` savoir un the´ore`me “a` la Donaldson-
Friedman-Zhu” d’une part, et d’autre part l’irre´ductibilite´ de ces espaces de modules, comme
dans le cas du rang 2 .
Notre me´thode consiste a` utiliser les techniques infinite´simales de´veloppe´es dans [D&P] pour
montrer qu’une de´formation ge´ne´rique d’une diminution e´le´mentaire assez singulie`re d’un fibre´
fixe´ au de´part est stable. De plus, ce faisceau stable est localement libre (si c2 est assez grand).
Contrairement a` [H&L], ces re´sultats n’ont e´te´ obtenus qu’en caracte´ristique nulle. Outre les
arguments de type lissite´ ge´ne´rique, le point essentiel est qu’un the´ore`me (effectif) de restriction
des faisceaux stables a` des courbes (cf. II) du type [F] ne semble pas eˆtre disponible, a` supposer
qu’il soit vrai, en caracte´ristique positive. Si on disposait d’un tel e´nonce´ en caracte´ristique
positive, on obtiendrait alors l’existence de fibre´s semi-stables de rang et premie`re classe de
Chern quelconques et de seconde classe de Chern assez grande sur toute surface lisse (connexe
et projective). Signalons que le the´ore`me principal n’est pas effectif, sauf lorsque le groupe de
Ne´ron-Severi de la surface est Z .
Enfin, notre re´sultat a e´te´ e´galement obtenu, par une me´thode tre`s diffe´rente, par Zhenbo Qin
et Wei Ping Li dans [Q&Li].
* Dans le cadre du programme de recherche Fibre´s vectoriels de Europroj.
** Partiellement finance´ par le contrat Science Geometry of Algebraic Varieties, contrat no SCI-0398-C (A).
II. Notations et lemmes pre´liminaires.. — Soit X une surface lisse, projective et connexe
sur C . Dans toute la suite, la premie`re classe de Chern d’un faisceau ( 1 ) est vue comme un
e´le´ment du groupe de Ne´ron-Severi NS(X) et la seconde comme un rationnel. On fixe e´galement
un fibre´ tre`s ample O(1) sur X de premie`re classe de Chern h : il de´finit une notion de degre´
et de stabilite´ (au sens de Mumford). Soit E (resp. E′ ) un faisceau sur X de rang r (resp.
r′ ). Comme dans [D&P], le discriminant ∆(E) est de´fini par la formule
∆(E) =
1
r
(c2(E)−
c1(E)
2
2
+
c1(E)
2
2r
).
Remarque : Le discriminant est invariant par twist par un fibre´ inversible. En particulier, cette
de´finition permet d’e´crire agre´ablement la formule de Riemann-Roch (voir infra).
DE´FINITION 1. — On de´finit la pente d’un faisceau E par
µ(E) =
c1(E)
r
∈ NS(X)⊗Q.
En appliquant la formule de Riemann-Roch dans le groupe de Grothendieck de X a` la classe
[E′].[E]∨ , on montre qu’il existe un certain polynoˆme Q de Num(X)[T′,T] ne de´pendant que
de X ve´rifiant
χ(E,E′) =
2∑
i=0
(−1)i dimExti(E,E′) = rr′
(
Q
(
µ(E′), µ(E)
)
−∆(E)−∆(E′)
)
.
PROPOSITION 2. — Il existe un polynoˆme P ∈ Z[T′,T] ne de´pendant que de (X, h) tel que pour
tout faisceau semi-stable E de rang r et de pente µ on ait :
H0(X,E) ≤ P(r, (µ.h)).
⊓⊔On peut supposer (µ.h) ≥ 0 . Le faisceau E(−n), n > (µ.h) n’a pas de section. D’apre`s
un re´sultat de Flenner ([F], the´ore`me 1.2), la restriction de E a` un diviseur ge´ne´rique de
|O(n)|, n ≥ r
2
2
deg(X) est semi-stable. Soit par exemple n = 1 + r(µ.h) + r2 deg(X) . Soit H un
diviseur de |O(n)| tel que H soit lisse et connexe et E |H semi-stable. La suite de cohomologie
associe´e a` la suite exacte
0→ E(−n)→ E→ E |H→ 0
donne la majoration
(1) h0(E) ≤ h0(E |H).
On sait ([L]], prop. 3.10)
(2) 2.h0(E |H) ≤ (r
2 − 1)(g − 1) + rµ(E |H) + 1 + dimEnd(E |H),
g e´tant le genre de H . Comme E |H est semi-stable, on a
(3) dimEnd(E |H) ≤ r
2,
(utiliser la filtration de Jordan-Ho¨lder de E |H ), de sorte que la formule du genre jointe a` (1),
(2) et (3) donne le re´sultat. ⊓⊔
On obtient alors le
MAJORATION 3. — Pour tous faisceaux semi-stables E,E′ de rang r, r′ et de pente µ, µ′ on
a :
dimHom(E,E′) ≤ P(rr′, (µ′ − µ).h).
( 1 ) Par faisceau, on entend faisceau cohe´rent.
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III. La construction. — Soit L un faisceau inversible sur X . On fixe un entier r ≥ 2 et
un fibre´ E de rang r ≥ 2 et de premie`re classe de Chern c1 arbitraire (par exemple le fibre´
(r − 1).OX ⊕ L avec c1(L) = c1 ).
DE´FINITIONS 1. — (i) On appelle diminution e´le´mentaire d’un fibre´ E , tout sous-faisceau E′
noyau d’un morphisme surjectif φ : E→ OZ ou` Z est un sous-sche´ma de X de dimension
0 .
(ii) Pour tout entier l ≥ 0 , on de´finit le faisceau E{l} , diminution e´le´mentaire ge´ne´rique de
E , comme le noyau du morphisme ge´ne´rique E → OZ , ou` Z est le sous-sche´ma lisse ge´ne´rique
de longueur l de X .
On va montrer que E{l} est un point lisse du champ des faisceaux cohe´rents. Notons tout
d’abord ce lemme, dont la de´monstration est laisse´e au lecteur
LEMME 2. — Soit E un fibre´ et M un fibre´ en droites. Soit f ∈ Hom(E,E⊗M) un endo-
morphisme qui n’est pas une homote´thie. Alors, il existe un point z ∈ X et une surjection
φ : E→ Oz telle que f n’induise pas un endomorphisme de Ker(φ) .
Notation : Pour tout entier i , on note
Exti(F ,F)o
de´f
= Ker
{
Exti(F ,F)→ Hi(OX)
}
.
En utilisant le lemme et la dualite´ de Serre, on obtient le
COROLLAIRE 3. — Si l ≥ dimExt2(E , E)o le groupe Ext2(E{l}, E{l})o est nul.
Notation : On note l0 le plus petit entier l , tel qu’on ait
Ext2(E{m}, E{m})o = 0 pour m ≥ l.
On suppose de´sormais l ≥ l0 .
On de´duit que le champ des faisceaux de de´terminant fixe´ est lisse en E{l} . Comme le sche´ma
de Picard est lisse (en caracte´ristique nulle), il existe une unique composante F(E , l) du champ
des faisceaux (sans condition de de´terminant) passant par E{l} .
DE´FINITION 4. — Pour l ≥ l0 , on de´finit le faisceau E [l] comme le faisceau repre´sente´ par le
point ge´ne´rique de F(E , l) .
Remarque : On commet la` un abus de langage : par de´finition du point ge´ne´rique, le faisceau
E [l] est une classe d’e´quivalence de faisceaux de´finis sur des corps qui dominent F(E , l) .
IV Lissite´ du fibre´ ge´ne´rique E [l] . — A tout fibre´ E et tout entier l ≥ 0 , on a donc
associe´ une unique composante irre´ductible F(E , l) du champ des faisceaux de rang r , de
premie`re classe de Chern c1(L) et de seconde classe de Chern c2(E) + l . Cette composante a
la dimension attendue, a` savoir
dimExt1(E{l}, E{l})o+ dimPic(X)− 1.
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Remarques :
1. La dimension dimExt1(E{l}, E{l})o se calcule par Riemann-Roch.
2. Le fait que la dimension attendue soit dimExt1(E{l}, E{l})o+ dimPic(X)− 1 et non
dimExt1(E{l}, E{l})o+ dimPic(X) vient du fait qu’on regarde le champ des fibre´s et non les
espaces de modules associe´s (c’est le meˆme phe´nome`ne qui se produit de´ja` pour les fibre´s en
droites, puisque le champ des fibre´s en droites a pour dimension dimPic(X)− 1 ).
LEMME 1. — Soit E{l} la diminution e´le´mentaire ge´ne´rique de E . Si l est assez grand, la
fle`che naturelle
ev : Ext1(E{l}, E{l})⊗O → Ext1(E{l}, E{l})
est surjective.
⊓⊔ La fle`che H0(ev) est un edge-homomorphisme de la suite spectrale
Ep,q2 = H
p
(
Extq(E{l}, E{l})
)
=⇒ Extp+q(E{l}, E{l}).
Soit d la diffe´rentielle
d0,12 : H
0
(
Ext1(E{l}, E{l})
)
→ H2
(
Ext0(E{l}, E{l})
)
.
On a
E0,1
∞
= Ker(d)
de sorte qu’on a une surjection
(1) Ext1(E{l}, E{l})→ Ker(d).
La codimension de Ker(d) dans H0
(
Ext1(E{l}, E{l})
)
est donc majore´e par
dimH2
(
Ext0(E{l}, E{l})
)
= dimH2
(
Ext0(E , E)
)
,
dimension inde´pendante de l . La fle`che ev est donc surjective en dehors d’un ensemble de
cardinal au plus dimH2
(
Ext0(E , E)
)
. Ainsi, de`s que l est > dimH2
(
Ext0(E , E)
)
, il existe un
point singulier de E{l} (de´fini sur un corps assez gros) ou` ev est surjective.
Montrons que ev est en fait partout surjective (tous les points jouent le meˆme roˆle).
Au dessus de Sl
∗
PE × X existe une famille universelle E de diminutions e´le´mentaires ( Sl
∗
PE
est le produit syme´trique moins toutes les diagonales). Soit U ⊂ Sl
∗
PE ×X le support (muni
de sa structure re´duite) du conoyau E→ E∨∨ . Le sche´ma U est irre´ductible et la premie`re
projection pr1 : U→ S
l
∗
PE est finie. D’apre`s ce qui pre´ce`de, il existe un point u ∈ U tel que
ev(u) est surjective. Le ferme´ des points de U tels que ev(u) n’est pas surjectif est 6= U et
comme pr1 est fini, son image par pr1 est 6= S
l
∗
PE . C’est ce qu’on voulait. On aurait pu aussi
dire que le reveˆtement pr1 est galoisien (de groupe Sl ) et faire agir le groupe de Galois.⊓⊔
PROPOSITION 2. — Avec les notations pre´ce´dentes, si l est assez grand, le fibre´ ge´ne´rique E [l]
est localement libre.
⊓⊔Examinons la situation locale : soit O l’anneau local d’un point de Z et I son ide´al.
Localement, E{l} est une somme directe (r − 1)O ⊕ I . La de´formation semi-universelle locale
U de (r − 1)O ⊕ I est lisse (le groupe Ext2 correspondant est nul car (r − 1)O ⊕ I est de
4
dimension projective 1 ). Comme X est lisse et que le support de E{l} est re´duit, le complexe
de Koszul
0→ O → O ⊕O → I → 0
est exact de sorte que rO se spe´cialise sur (r − 1)O ⊕ I . On de´duit que (r − 1)O ⊕ I se
ge´ne´ralise en un module (localement) libre.
Passons du local au global : d’apre`s le lemme pre´ce´dent, l’application tangente correspondante
Ext1(E{l}, E{l})⊗O → Ext1(E{l}, E{l})
est surjective de`s que l est assez grand. Le morphisme du global vers le local est donc une
submersion au point de´fini par E{l} . On de´duit alors de l’e´tude locale que le point ge´ne´rique
de F(E , l) est localement libre. ⊓⊔
V Le fibre´ ge´ne´rique est stable.. — En conside´rant une filtration de Jordan-Ho¨lder de
chaque gardue´ de la filtration de Harder-Narasimhan de E [l] , on obtient une filtration dite de
Jordan-Harder-Narasimhan de E [l] qui de´finit un drapeau
D[l] =
(
0 = F0[l] ⊂ F1[l] ⊂ F2[l] . . . ⊂ Fn[l] = E [l]
)
,
tel que les gradue´s grli = Fi[l]/Fi−1[l] soient semi-stables. Soient
Hi(n) = r
l
i
(
P(µli + nh)−∆
l
i
)
, i = 1, . . . n
les polynoˆmes de Hilbert des gradue´s grli . Par de´finition, la suite
(
(µli.h)
)
i=1,...,n
est
de´croissante (au sens large).
Remarque et notation : L’entier n n’est e´gal a` 1 que si E{l} est stable. On le note n(l) .
Comme dans [D&P], il existe un champ alge´brique au dessus de F(E , l) parame´trant les familles
de drapeaux parame´tre´es par des bases S au dessus de F(E , l) dont les gradue´s sont S -plats
de polynoˆmes de Hilbert Hi . Soit f le morphisme (repre´sentable) d’oubli de la filtration
f : Dl → F(E , l).
Le drapeau D[l] de´finit un point η¯ de Dl au dessus de η , point ge´ne´rique de F(E , l) ( 1 ).
La structure infinite´simale de Dl a e´te´ e´tudie´e en de´tail dans [D&P]. On de´duit de la proposition
1.5 de [D&P] et de la surjectivite´ de l’application de Kodaira-Spencer au point ge´ne´rique
(adapter la proposition 1.1 de [H&L]), l’existence une suite exacte
Tη¯D
l Tη¯f−−−→Ext1
(
E [l], E [l]
)
−→ Ext1+
(
E [l], E [l]
)
−→ Ext2
−
(
E [l], E [l]
)
,
les espaces vectoriels Ext1+
(
E [l], E [l]
)
et Ext2
−
(
E [l], E [l]
)
e´tant des groupes d’extensions filtre´es
(relativement a` la filtration pre´ce´dente).
D’apre`s la proposition III.10.6 de [Ha], le morphisme f e´tant dominant par construction, Tη¯f
est surjective de sorte qu’on doit avoir une injection
(∗) Ext1+
(
E [l], E [l]
)
→֒ Ext2
−
(
E [l], E [l]
)
.
On va voir que c’est impossible de`s que lim sup
l→∞
n(l) ≥ 2 .
( 1 ) En fait, il faudrait faire une extension des scalaires, les filtrations de Jordan-Ho¨lder d’un faisceau semi-stable F n’e´tant
en ge´ne´ral de´finis que sur une extension finie du corps de de´finition de F . Comme on travaille en caracte´ristique nulle,
l’extension de corps est e´tale de sorte que l’e´tude infinite´simale n’est aucunement affecte´e par cette extension.
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Notations. : Soit F un faisceau. Soit µmax (resp. µmin ) la pente du premier (resp. dernier)
gradue´ de la fitration de Jordan-Harder-Narasimhan de F . On notera δ(F) le rationnel
(µmax − µmin).h .
On veut controˆler la taille des caracte´ristiques d’Euler associe´es aux grli(η) en fonction des
seuls discriminants. Montrons d’abord le
LEMME 1. — Soit F un faisceau et r ∈ Q un rationnel donne´s. La famille des pentes µ des
sous-faisceaux G de F tels que µ.h ≥ r est finie.
le des sature´s
Gˆ = Ker
{
F→ (F/G)/Torsion
}
est limite´e de sorte que l’ensemble des µ(G) est fini. Il existe un diviseur effectif DG tel que
c1(Gˆ) = c1(G) + [DG],
la classe [DG] de DG dans NS(X) e´tant simplement c1
(
Torsion(F/G)
)
. Comme (µ(Gˆ).h)
est borne´, l’hypothe`se assure que le degre´ de DG est borne´. L’existence des varie´te´s de Chow
assure alors que la famille des DG est limite´e. Le lemme suit. ⊓⊔
Montrons alors la proposition suivante :
PROPOSITION 2. — Il existe un ensemble fini qui contient les pentes µli des gradue´s gr
l
i , ce
pour tout l ≥ 0 .
⊓⊔Par de´finition de la filtration de Jordan-Harder-Narasimhan, on a
(µli.h) ≥
(
µ(E [l]).h
)
=
(
µ(E).h
)
.
Tout drapeau D[l] se spe´cialise en un drapeau Dls de E{l} , et les pentes des sous-faisceaux
correspondants sont constantes par spe´cialisation (platitude des gradue´s). Comme E{l} ⊂ E et
que ces deux faisceaux co¨ıncident en codimension 1, la proposition est maintenant conse´quence
du lemme 3. ⊓⊔
On doit maintenant controˆler les discriminants ∆li .
LEMME 3. — Soit E un faisceau semi-stable de rang r et de pente µ . Il existe une constante
C0 ne de´pendant que de (X, h) et de (r, µ) telle que
∆(E) ≥ C0.
⊓⊔ La formule de Riemann-Roch donne l’ine´galite´
r∆(E) ≥ r.P(µ)− dimH0(E)− dimH2(E).
La MAJORATION II.3 donne alors la minoration cherche´e. ⊓⊔
On est maintenant en mesure de controˆler les groupes Ext1+
(
E [l], E [l]
)
et Ext2
−
(
E [l], E [l]
)
intervenant dans (*).
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PROPOSITION 4. — (i) Il existe des constante C, l1 ne de´pendant que de (X, h) et E telles
que,
dimExt2
−
(
E [l], E [l]
)
≤ C pour l ≥ l1.
(ii) Si lim sup
l→∞
n(l) ≥ 2 , on a l’e´galite´
lim sup
l→∞
dimExt1+
(
E [l], E [l]
)
= +∞.
⊓⊔On e´tudie ces groupes d’extension graˆce a` l’existence de suites spectrales (voir [D&P]) Sp+
(resp. Sp− ) convergeant vers Ext
i
+(E,E) (resp. Ext
i
−
(E,E)) . Le terme E1 de Sp+ (resp.
Sp− ) est donne´ par
(Sp+) E
p,q
1 =
{∏
i
Extp+q(grli(E), gr
l
i−p(E)) si p < 0,
0 sinon.
(resp.)
(Sp−) E
p,q
1 =
{
0 si p < 0,∏
i
Extp+q(grli(E), gr
l
i−p(E)) sinon.
correspondants.
Preuve de (i) : on doit majorer les dimensions des groupes
Ext2(grli, gr
l
j), i ≤ j.
Par dualite´ de Serre, on s’inte´resse aux groupes
Hom(grlj, gr
l
i ⊗ ωX), i ≤ j.
Or,
k − δ(E [l]) ≤ (µlj .h)− (µ
l
i.h) + k < k,
k e´tant le degre´ de ωX . Comme δ croit par spe´cialisation, on a finalement
k − δ(E) ≤ (µlj .h)− (µ
l
i.h) + k < k,
ce qui prouve (i) graˆce a` la MAJORATION II.3 et la suite spectrale Sp− .
Preuve (ii) : de´finissons la caracte´ristique d’Euler filtre´e χ+(F ,F) par
χ+(F ,F)
de´f
=
2∑
i=0
dimExti+(F ,F).
L’invariance de la caracte´ristique d’Euler dans la suite spectrale Sp+ et Riemann-Roch donnent
(1) χ+(E{l}, E{l}) =
∑
i>j
χ
(
grli, gr
l
j
)
=
∑
i>j
rirj
(
Q
(
µli, µ
l
j
)
−∆li −∆
l
j
)
.
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De plus,
(2) χ
(
E [l]
)
=


∑n
i=1 χ
(
grli
)
=
∑n
i=1 ri
(
Q
(
µli
)
−∆li
)
χ(E)− l.
Dela proposition V.2, du lemme V.3 et de (2), on de´duit
(3) lim
l→+∞
sup
i
∆li = +∞.
Dela proposition V.2, du lemme V.3 et des formules (1) et (3), on de´duit alors
lim
l→+∞
χ+(E{l}, E{l}) = −∞.
⊓⊔
COROLLAIRE 5. — On a lim
l→∞
n(l) = 1 et E{l} est stable si l est assez grand.
Utilisant le corollaire pre´ce´dent, on de´duit alors la
PROPOSITION 6. — Soit E un fibre´ vectoriel de rang ≥ 2 . Si l est assez grand, le faisceau E [l]
est localement libre et stable. De plus, F(E , l) est ge´ne´riquement lisse de dimension attendue.
On a donc prouve´ en particulier le
TE´ORE`ME 7. — Pour tout r ≥ 2 et toute classe c1 ∈ NS(X) , il existe un entier n tel que si
l ≥ n , il existe un fibre´ stable de rang r , de premie`re classe de Chern c1 et de seconde classe
de Chern l et qui de´finit un point lisse du champ des faisceaux sur X .
Remarque : Il n’y a aucune difficulte´ a` rendre effectif le the´ore`me dans le cas ou` le groupe de
Ne´ron-Severi de X est Z . Toutefois, meˆme dans ce cas, la borne obtenue semble beaucoup
trop grande pour eˆtre ve´ritablement inte´ressante.
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